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旋转 FGMs层合圆柱壳行波
模态频率分析

刘 超，刘文光，吕志鹏，张宇航

（南昌航空大学 航空制造工程学院，南昌 330063）

摘 要：为推进功能梯度（FGMs）材料在发动机、导弹和火箭等领域的应用，旨在研究旋转 FGMs层合圆

柱壳的行波模态频率。采用 Voigt模型和 Sigmoid体积分数描述 FGMs层合圆柱壳的材料属性，考虑科里奥利

力、离心惯性力、环向初应力以及热内力推导了 FGMs层合圆柱壳的能量表达式。采用切比雪夫正交多项式构

造位移容许函数，建立了任意边界旋转 FGMs层合圆柱壳的模态频率方程，并探讨了组分含量、夹层厚度、温度

梯度和弹簧刚度系数等对 FGMs层合圆柱壳模态频率的影响。结果表明：夹层厚度相比 Sigmoid体积分数对

模态频率的变化更为敏感；高旋转短薄壁圆柱壳相比长薄壁圆柱壳对边界条件和失稳现象的影响更为敏感；轴

向弹簧相比其他弹簧对模态频率的影响更大。
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Analysis on traveling wave modal frequency of a rotating
FGMs laminated cylindrical shell

LIU Chao，LIU Wenguang，LÜ Zhipeng，ZHANG Yuhang
（School of Aeronautical Manufacturing Engineering，

Nanchang Hangkong University，Nanchang 330063，China）

Abstract： For prompting the application of functionally graded materials（FGMs） in the
fields of engines，missiles and rockets， the traveling wave modal frequencies of rotating FGMs
laminated cylindrical shell were studied. The Voigt model and Sigmoid volume fraction were em⁃
ployed to describe the material properties of the FGMs laminated cylindrical shell. The energy ex⁃
pression of the rotating FGMs laminated cylindrical shell was derived with the Coriolis force，
centrifugal inertial force，hoop initial tension and thermal internal force involved. The modal fre⁃
quency equation of the FGMs laminated cylindrical shell with arbitrary boundary conditions was
derived by using the Chebyshev orthogonal polynomial as the admissible displacement function.
And the effects of material components， sandwich thickness， temperature gradient and spring
stiffness coefficients on the modal frequency of the FGMs laminated cylindrical shell were dis⁃
cussed. Results indicate that the sandwich thickness is more sensitive to the traveling wave mode
than the Sigmoid volume fraction index； the short thin ⁃walled cylindrical shell is more sensitive
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to boundary conditions and instability than the long thin ⁃ walled structures at high rotation
speeds； the axial spring stiffness has a greater effect on the traveling wave mode than other
spring stiffness.

Key words：FGMs laminated cylindrical shell；rotating speed；modal frequency；
arbitrary boundary；Chebyshev polynomials

功能梯度材料（functionally graded materials，
简称 FGMs）是一种新型复合材料，广泛应用于航

空发动机、超音速飞行器、火箭和导弹等动力机械

领域 [1⁃2]。在这些动力机械中，FGMs通常以薄壁

圆柱壳为基本单元，并以旋转运动的形式服役于

高温环境。与静力环境下服役的 FGMs薄壁圆柱

壳不同的是，旋转会产生离心惯性力、环向初应力

以及科里奥利力，由此改变圆柱壳的动力学特性。

为进一步推进 FGMs在航空航天领域的应用，深

入理解旋转 FGMs薄壁圆柱壳的振动特性具有重

要的意义。

1890年，Bryan[3]首次研究了旋转薄壁圆柱壳

的振动行为和行波模态特性。其后，考虑科里奥

利力和离心惯性力的影响，Ditaranto等 [4]和 Sriniv⁃
asan等 [5]分析了无限长旋转薄壁圆柱壳的自由振

动，Saito等 [6]研究了有限长旋转薄壁圆柱壳的自

由振动。随着 FGMs在动力机械领域的广泛应

用，研究者开始研究 FGMs旋转薄壁圆柱壳的振

动特性。基于 Love的薄壳理论，项松等 [7]建立了

两端简支旋转 FGMs圆柱壳的固有频率方程，Li⁃
ang等 [8]研究了典型边界条件下旋转 FGMs圆柱

壳的自由振动特性。基于 Sander的薄壳理论，

Hosseini⁃Hashemi等 [9]推出了典型边界条件下旋

转 FGMs圆柱壳自由振动的精确解，孙述鹏等 [10]

分析了两端固支旋转薄壁圆柱壳的行波振动响

应。基于 1阶剪切变形理论并引入 von Kármán
非线性，Sheng等 [11]研究了热环境中两端简支旋转

FGMs圆柱壳的非线性振动特性。基于二维弹性

理论，Saadatfar等 [12]分析了两端简支旋转 FGMs
压电层合圆柱壳的多场耦合致振动响应。基于三

维弹性理论，Talebitooti[13]研究了两端简支旋转内

压 FGMs圆柱壳的自由振动行为。

分析表明：研究者针对旋转 FGMs圆柱壳的

振动特性做了大量工作，主要围绕经典边界条件

进行。由于旋转圆柱壳在工程应用中往往通过

螺接、铆接、焊接等方式与相邻部件相连，经典边

界难以准确描述其边界特征，易导致理论计算结

果“算得出”但“算不准”。因此，有研究者采用弹

簧模拟任意边界，探讨旋转圆柱壳的振动特性。

采用修正傅里叶级数作为位移容许函数模拟任

意边界条件，李文达等 [14]分析了旋转 FGMs圆柱

壳两端约束弹簧刚度对结构振动特性的影响；

Wang等 [15]研究了中等厚度旋转双曲壳、板的自

由振动；Jin等 [16]研究了具有一般边界 FGMs多层

薄浅壳的自由振动。尽管采用修正的傅里叶级

数可消除边界条件的不连续性，但采用该位移容

许函数计算量较大且收敛速度较慢，因此，采用

适当的位移容许函数至关重要。Qin等 [17]提出了

三种描述任意边界圆柱壳的位移容许函数，并分

析了各容许函数的收敛性和计算效率，发现采用

切比雪夫正交多项式的计算效率最高且收敛速

度最快。

本工作以切比雪夫正交多项式作为位移容许

函数，基于 Love薄壳理论和 Rayleigh⁃Ritz法推导

旋转 FGMs层合圆柱壳的模态频率方程，探究典

型边界和任意边界条件下旋转 FGMs层合圆柱壳

的行波模态频率特性。

1 FGMs层合圆柱壳模型层合圆柱壳模型

1. 1 层合圆柱壳几何模型

如图 1所示，旋转 FGMs薄壁层合圆柱壳由

三层壳体组成。内外两层是金属陶瓷 FGMs，中
间层是纯金属。

图 1 旋转 FGMs层合圆柱壳几何模型及边界约束弹簧

Fig.1 Geometric model of rotating FGMs laminated
cylindrical shell and boundary constraint springs
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以固定在层合圆柱壳中面的柱坐标系（x，θ，

z）为参照，圆柱壳以角速度 Ω旋转，壳体中面半

径为 R，长度为 L，厚度为 h（FGMs层厚度为 hf，

金属层厚度为 hm），圆柱壳中面在轴向、周向和径

向的位移分量分别用 u0、v0和 w0表示。在圆柱壳

两端分别定义四组连续分布的弹簧，右端 x=L

处分布轴向拉压弹簧 k1、环向剪切弹簧 k2、径向

剪切弹簧 k3和扭转弹簧 k4，左端 x=0处分布轴向

拉压弹簧 k5、环向剪切弹簧 k6、径向剪切弹簧 k7和

扭转弹簧 k8。调整两端弹簧刚度系数可以得到

任意边界条件。本文令弹簧刚度系数为零时假

定为自由边界，弹簧刚度系数为无穷大时假定为

固定边界。

1. 2 FGMs层合圆柱壳材料模型

根据Voigt模型，FGMs层合圆柱壳每部分的

有效材料参数表达式为 [18]

ì
í
î

Γ eff ( i ) = ΓmVm( i ) + Γ cV c( i )

Vm( i ) + V c( i ) = 1

( i= 1,2,…,5) （1）
式中 Γm和 Γc为金属和陶瓷的材料属性，Vm（i）和

Vc（i）分别为不同区域金属和陶瓷的体积分数，

Γeff（i）为不同区域的有效材料属性（如弹性模量

Eeff（i）、密度 ρeff（i）、热膨胀系数 αeff（i）、泊松比 νeff（i））。

不同区域的陶瓷体积分数表达式为
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（2b）
式中Vc1和Vc2为层合圆柱壳最外层 FGMs层的陶

瓷体积分数，Vc3为圆柱壳中间层的陶瓷体积分

数，Vc4和 Vc5为层合圆柱壳最内层 FGMs层的陶

瓷体积分数，N1和 N2分别为外、内两层 FGMs的
陶瓷体积分数指数。

假设 FGMs层合圆柱壳在热环境中服役，陶

瓷和金属的物理属性随温度变化近似服从非线性

关系 [18]

Γ c,m = p0 (1+ p1T+ p2T 2 + p3T 3) （3）
式中 Γc,m分别表示陶瓷和金属的物理属性（例如：

密度 ρ（kg/m3）、弹性模量 E（GPa）、泊松比 ʋ、热膨

胀系数 α/（K-1
），p0、p1、p2、p3表示材料的温敏特性

系数，具体取值见表 1[19]。
取 hf=hm=h/3，图 2研究了 FGMs层合圆柱

壳在不同体积分数指数下陶瓷体积分数沿厚度方

向的变化规律。结果表明：体积分数对材料组分

与 分 布 影 响 较 为 明 显 ，不 可 忽 视 材 料 组 分 对

FGMs层合圆柱壳行波模态频率的影响。

假设热环境下 FGMs层合圆柱壳沿厚度方向

的温升呈线性分布，壳内表面（z=-h/2）被施加

的温度为 Tin、外表面（z=h/2）被施加的温度为

Tout。取环境温度 T0=300 K，沿厚度方向线性分

布的温升 T（z）表达式为

表 1 ZrO2/Ti⁃6Al⁃4V温敏特性系数 [19]

Table 1 Temperature⁃dependent coefficients for ZrO2/Ti⁃6Al⁃4V[19]

参数

ρ

E

ʋ

α

材料

Ti⁃6Al⁃4V
ZrO2

Ti⁃6Al⁃4V
ZrO2

Ti⁃6Al⁃4V
ZrO2

Ti⁃6Al⁃4V

ZrO2

p0

4 429

3 000

122. 56

244. 27

0. 288 4

0. 288 2

7. 578 8×10-6

12. 766×10-6

p1

0

0

-4. 586×10-4

-1. 371×10-3

1. 121×10-4

1. 133×10-4

6. 638×10-4

-1. 491×10-3

p2

0

0

0

1. 214×10-6

0

0

-3. 147×10-6

1. 006×10-5

p3

0

0

0

-3. 681×10-10

0

0

0

-6. 778×10-11
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（4）

式中 Tio=Tin-Tout，Tio表示 FGMs层合圆柱壳内

外表面的温差 ;ΔT表示 FGMs层合圆柱壳内任一

点与环境温度的温差。

2 FGMs层合圆柱壳的模态频率

方程

2. 1 层合圆柱壳的能量方程

根据 Love薄壳理论，圆柱壳应变分量与中面

位移分量之间的关系 [20]

εx= ε1 + zε01,εθ= ε2 + zε02,εxθ= ε3 + zε03 （5）
其中
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式中 εx、εθ表示壳内任意一点沿 x、θ方向的正应

变，εxθ表示 xθ平面内的切应变；ε1、ε2、ε3表示中面

曲面应变分量，ε01、ε02和 ε03表示中面曲面曲率；ζ表
示沿轴向的无量纲坐标（ζ=x/L）。

根据胡克定律，FGMs层合圆柱壳的应力 ⁃应

变本构关系表示为
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式中 σx、σθ表示壳内任意一点沿 x、θ方向的正应

力，σxθ表示 xθ平面内的切应力；Q（i）jk（i=1，…，

5;j,k=1,2,6）为简化刚度元素，定义为
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旋转 FGMs层合圆柱壳内任意一点的速度矢

量可表示为

V= ∂u0
∂t i+ ( ∂v0∂t + Ωw 0) j+ ( ∂w 0

∂t - Ωv0) k
（9）

式中 i，j，k分别表示 x，θ，z三个方向的单位矢量。

根据式（9），旋转 FGMs层合圆柱壳的动能 T表

示为

T= LR
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（10）
式中 ρt表示 FGMs层合圆柱壳的质量密度；变量

上方的点表示对时间的偏导；中括号内前三项分

别表示 x，θ，z三个方向因变形速度产生的能量，

第四项为科里奥利力产生的效果，第五项为离心

力产生的效果。其中 ρt定义为

∫
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h
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（11）
旋转 FGMs层合圆柱壳的应变能Us表示为

图 2 陶瓷体积分数沿厚度方向的变化

Fig.2 Variation of volume fraction of the ceramic along
the thickness direction
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式中 I为简化刚度矩阵，ε̄为中曲面应变向量；Iε̄T

表示 FGMs层合圆柱壳的内力、弯矩和转矩产生

项，可表示为
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（13）
式中 Ajk、Bjk、Djk（j，k=1，2，6）分别表示拉伸刚度、

耦合刚度以及弯曲刚度

{Ajk,Bjk,Djk}=

∫
- h
2

h
2
Q ( i )

jk ( 1,z,z2 ) dz ( )j,k= 1,2,6; i= 1,…,5

（14）
Nt表示由温度产生的热内力项，可表示为

ì
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î
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ï
ïï
ï

ï

ï

ï
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ï
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{ }N t
x,M t

x =∫-h
2

h
2 ( )Q ( )i

11 + Q ( )i
12 α eff ( )i ΔT { }1, z dz

{ }N t
θ,M t

θ =∫-h
2

h
2 ( )Q ( )i

12 + Q ( )i
22 α eff ( )i ΔT { }1, z dz

（15）
旋转 FGMs 层合圆柱壳的初应变能 Uh 表

示为

U h =
L
2 Ω

2R2∫
0

1∫
0

2π∫-h
2

h
2
ρ t
ì
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î
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ïï( )1
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ø
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2

dςdθdz

（16）
旋转 FGMs层合圆柱壳两端边界弹簧存储的

弹性应变能Ue表示为

U e =
1
2 ∫0

2π é
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è
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ς= 1

Rdθ （17）

考虑轴向温度内力 N t
x 对 FGMs层合圆柱壳

做功的影响，则W t可表示为

W t =
L
2 N

t
x∫

0

1∫
0

2π æ

è
çççç

ö

ø
÷÷÷÷

æ

è
çç ö

ø
÷÷∂v0

L∂ς

2

+ æ

è
çç ö

ø
÷÷∂w 0

L∂ς

2

Rdςdθ

（18）
2. 2 位移容许函数

假设旋转 FGMs层合圆柱壳的轴向波数为 1
且环向波数为 n时，其自由振动行波模态对应的

位移容许函数为

ì

í

î

ï
ïï
ï

ï
ïï
ï

u0 ( )ς,θ,t = Un ( )ς cos ( )nθ+ ωt

v0 ( )ς,θ,t = Vn ( )ς sin ( )nθ+ ωt

w 0 ( )ς,θ,t =Wn ( )ς cos ( )nθ+ ωt

（19）

式中Un（ζ），Vn（ζ），Wn（ζ）表示圆柱壳环向波数为

n时的振型函数；ω为层合圆柱壳的角频率。

为使用边界约束弹簧模拟旋转 FGMs层合圆

柱壳的任意边界，圆柱壳三个方向的振型函数采

用切比雪夫多项式表示为 [17]
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î

ï

ï
ï
ïï
ï

ï

ï

ï

ï

ï
ïï
ï

ï

ï

Un ( )ς =∑
a= 0

A

UaTa ( )2ς- 1

Vn ( )ς =∑
a= 0

A

VaTa ( )2ς- 1

Wn ( )ς =∑
a= 0

A

WaTa ( )2ς- 1

（20）

式中 Ua，Va，Wa为待定系数，Ta（∙）为第一类切比

雪夫多项式，该多项式的项数可表示为

ì
í
î

ïï

ïïïï

T 0 ( )2ς- 1 = 1, T 1 ( )2ς- 1 = 2ς- 1
Ta+ 1 ( )2ς- 1 = 2 ( )2ς- 1 ⋅Ta ( )2ς- 1 - Ta- 1 ( )2ς- 1 ,a≥ 2

（21）

2. 3 模态频率方程

通过上述方程，并利用 Rayleigh⁃Ritz法得到

拉格朗日能量函数 L

725



第 37 卷航 空 动 力 学 报

L= T ( )max - (U ( )max
s + U ( )max

h + U ( )max
e )+W ( )max

t

（22）
式中 T（max）、U ( )max

s 、U ( )max
h 、U ( )max

e 和W ( )max
t 分别为最

大动能、最大应变能、最大初应变能、最大弹性应

变能以及最大外力做功。

由最小势能原理，取拉格朗日能量函数关于

待定系数的极小值

∂L
∂Ua

= 0, ∂L∂Va
= 0, ∂L∂Wa

= 0 （23）

通过式（22）和式（23）可推出模态频率方程

[ (ω2 - n2Ω 2) M 1 + 2 (Ωω- nΩ 2) M 2 - K ]
ì

í

î

ïïïï

ïïïï

ü

ý

þ

ï
ïï
ï

ïïïï

U͂

V͂

W͂

= 0 （24）

式中M1、M2和 K分别表示质量阵和刚度阵，U͂、V͂

和 W͂均为待定系数组成的向量。通过求解式（24）
得到旋转 FGMs层合圆柱壳的特征频率和模态振

型。系数向量 U͂、V͂和 W͂的具体表达式为

ì
í
î

ïïïï

ïïïï

U͂={ }U 0,U 1,⋯UA

T
, V͂={ }V 0,V 1,⋯VA

T

W͂={ }W 0,W 1,⋯WA

T （25）

求解方程（24）可分析 FGMs层合圆柱壳的行

波特性。但需指出，由于科里奥利力的存在会令

圆柱壳的频率发生分叉，产生频率不同的前后行

波。其中，前行波与旋转方向一致且小于零，后行

波与旋转方向相反且大于零，文中只取前后行波

频率绝对值最小的值，即只关注弯曲变形为主的

频率。假设圆柱壳的弹性模量为 Em=1.078×105

MPa，泊松比为 vm=0.3，质量密度为 ρm=4.5×

103 kg/m3。定义无量纲旋转角速度 Ω1和无量纲

角频率 ϖb，f：

ì
í

î

ïïïï

ïïïï

Ω 1 = ΩR ρm ( )1- υm 2 /Em

ϖb,f= ωb,f R ρm ( )1- υm 2 /Em

（26）

式中 ϖf和 ϖb分别代表圆柱壳无量纲前后行波模

态频率。

假设圆柱壳几何尺寸：h=0.002 m、R=1 m、

L=20 m，且 hf=hm=h/3。简支 ⁃简支（S⁃S）边界

的弹簧刚度系数设为：k1=k4=k5=k8=0，k2=k3=
k6=k7=1012；固支 ⁃固支（C⁃C）边界的弹簧刚度系

数 设 为 k1=k2=k3=k4=k5=k6=k7=k8=1012。 忽

略温度的影响，即 Tio=0 K。

表 2研究了 C⁃C边界下 Ω1分别等于 0.003和
0.006时旋转层合均质圆柱壳的自由振动行波模

态频率。表 3研究了简支⁃简支（S⁃S）边界下 Ω1等
于 0.001 95时旋转 FGMs层合圆柱壳的自由振动

行波模态频率。结果表明：在不同边界条件和不

同旋转角速度下，本文的计算结果与文献 [8,21]
的结果基本吻合，证明切比雪夫多项式可用于分

析任意边界旋转 FGMs层合圆柱壳的振动特性。

由于采用切比雪夫多项式描述旋转 FGMs层
合圆柱壳的振型函数，计算过程中需要对振型函

数的展开项数进行有限项截断，以提高计算效率。

表 4分析了 S⁃S旋转 FGMs层合圆柱壳的行波模

态计算的收敛性。结果表明，当展开项数达到 6
时，模态频率计算结果已经收敛，说明采用切比雪

夫多项式具有很好的收敛性。本文后续研究采用

的截取项数为 10。

表 2 C⁃C边界条件旋转层合圆柱壳无量纲频率对比

Table 2 Comparison of non⁃dimensional frequency for a rotating laminated cylindrical shell with
C⁃C boundary condition

Ω1

0. 003

0. 006

n

1

2

3

4

1

2

3

4

文献[21]

ωf

0. 030 5

0. 009 9

0. 008 3

0. 012 5

0. 027 7

0. 009 4

0. 013 2

0. 020 2

ωb

0. 036 4

0. 014 7

0. 011 9

0. 015 3

0. 039 6

0. 019 0

0. 020 4

0. 025 8

本文

ωf

0. 030 3

0. 009 8

0. 008 3

0. 012 5

0. 027 3

0. 008 9

0. 012 4

0. 020 2

ωb

0. 036 3

0. 014 6

0. 011 9

0. 015 3

0. 039 2

0. 018 5

0. 019 7

0. 025 8
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3 结果与讨论

如无特殊说明，下面选用 ZrO2/Ti⁃6Al⁃4V作

为 FGMs层合圆柱壳的组分材料。圆柱壳的几何

参 数 取 ：R=1 m、L=10 m、h=0.005 m 和 hf=
0.002 m。圆柱壳内外表面的温差 Tio=100 K，壳

的旋转速度 Ω1=0.005。
图 3研究了不同边界条件下环向波数对行波

模态的影响。两端边界条件分别为固支⁃固支（C⁃
C）、简支 ⁃简支（S⁃S）、固支 ⁃自由（C⁃F）和固支 ⁃简
支（C⁃S）四种情况。结果表明：n等于 2或 3时，

FGMs层合圆柱壳的前后行波模态均为较小值。

为避免圆柱壳在低阶模态发生共振，文中主要对

n=2时结构的行波模态进行分析。下面分别讨

论经典边界和任意边界条件下旋转 FGMs层合圆

柱壳行波模态频率。

3. 1 经典边界 FGMs层合圆柱壳的模态频率

3. 1. 1 体积分数指数对模态频率的影响

图 4 给 出 了 旋 转 速 度 Ω1 分 别 取 0.001 和

0.005时，四种经典边界条件下，FGMs层的体积

分数指数对 FGMs层合圆柱壳前后行波模态的

影响。结果表明：后行波模态总是大于前行波模

态，且随着旋转速度的增大，前后行波模态的分

叉特性越来越严重；前后行波模态受体积分数指

数 N1、N2变化而变化的影响非常小，说明采用

Sigmoid型体积分数，FGMs层合圆柱壳的整体

表 3 S⁃S边界条件旋转 FGMs层合圆柱壳无量纲频率对比

Table 3 Comparison of non⁃dimensional frequency for a rotating FGMs laminated cylindrical shell
with S⁃S boundary condition

N

1

5

n

1

2

3

4

1

2

3

4

文献[8]

ωf

0. 002 5

0. 000 8

0. 001 0

0. 001 7

0. 002 6

0. 002 6

0. 000 8

0. 001 0

ωb

0. 002 9

0. 001 2

0. 001 3

0. 001 9

0. 002 8

0. 003 1

0. 001 2

0. 001 3

本文

ωf

0. 002 4

0. 000 8

0. 001 0

0. 001 7

0. 002 6

0. 002 5

0. 000 8

0. 001 0

ωb

0. 003 0

0. 001 2

0. 001 3

0. 002 0

0. 002 8

0. 003 1

0. 001 3

0. 001 3

表 4 S⁃S旋转 FGMs层合圆柱壳行波模态收敛性分析

（L/R=20，h/R=0.005，hf=0.002，R=1 m，Ω1=0.001，N1=1，N2=1，Tio=100 K）
Table 4 Convergence analysis of traveling wave mode for a S⁃S rotating FGMs laminated cylindrical shell

（L/R=20，h/R=0.005，hf=0.002，R=1 m，Ω1=0.001，N1=1，N2=1，Tio=100 K）

n

1

2

3

4

行波

模态

ωf

ωb

ωf

ωb

ωf

ωb

ωf

ωb

截断项数A

4

0. 018 1

0. 020 1

0. 005 4

0. 007 0

0. 012 5

0. 013 7

0. 024 9

0. 025 8

6

0. 017 0

0. 019 0

0. 004 8

0. 006 4

0. 012 4

0. 013 6

0. 024 4

0. 025 4

8

0. 017 0

0. 019 0

0. 004 8

0. 006 4

0. 012 4

0. 013 6

0. 024 4

0. 025 4

10

0. 017 0

0. 019 0

0. 004 8

0. 006 4

0. 012 4

0. 013 6

0. 024 4

0. 025 4

12

0. 017 0

0. 019 0

0. 004 8

0. 006 4

0. 012 4

0. 013 6

0. 024 4

0. 025 4

727



第 37 卷航 空 动 力 学 报

刚度对体积分数指数敏感性很弱。因此，采用

Sigmoid型体积分数，在不改变结构刚度的情况

下可通过调配结构组分含量指数 N以达到工程

设计所需强度。后续研究主要基于 N1=N2=1
进行讨论。

3. 1. 2 长径比对模态频率的影响

图 5 给出了长径比 L/R 分别取 5、10 和 20
时，旋转速度对 FGMs层合圆柱壳行波模态的影

响。结果表明：长径比 L/R逐渐增大至 20，不同

边界条件对 FGMs层合圆柱壳前后行波模态的

影响越来越微弱，特别在高旋转速度下，更加削

弱了边界条件对行波模态的敏感性；在不同的

L/R下，后行波模态总是随着转速的增大而单调

递增；而当 L/R=5时，短薄壁 FGMs层合圆柱壳

前行波模态随转速呈现单调递减，且在边界条件

为 C⁃F时，增大旋转速度，结构前行波将出现零

频率，达到临界转速即失稳现象，进而观察得到

圆柱壳在两端 C⁃F时最容易出现临界转速，两端

C⁃C时最不容易出现临界转速，而两端 S⁃S时出

图 4 旋转 FGMs层合圆柱壳行波模态随体积分数指数N和旋转速度 Ω1的变化

Fig.4 Variation of traveling wave mode for a rotating FGMs laminated cylindrical shell with respect to
volume fraction index N and rotating speed Ω1

图 3 旋转 FGMs层合圆柱壳行波模态随环向波数 n

的变化（N1=N2=1）
Fig.3 Variation of traveling wave mode for a rotating
FGMs laminated cylindrical shell with respect to
circumferential wave number n（N1=N2=1）
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图 5 旋转 FGMs层合圆柱壳行波模态随长径比 L/R和

旋转速度 Ω1的变化

Fig.5 Variation of traveling wave mode for a rotating
FGMs laminated cylindrical shell with respect to
length⁃to⁃radius L/R and rotating speed Ω1

现临界转速的能力小于 C⁃F但却高于 C⁃S。当

L/R≥10时，长薄壁 FGMs层合圆柱壳前行波模

态出现随转速先减小后增大的趋势。总的来说，

长薄壁高旋转 FGMs层合圆柱壳对边界条件的

敏感性弱，短薄壁高旋转 FGMs层合圆柱壳更

容易出现失稳现象，且随边界约束变强而更难

发生。

3. 1. 3 厚径比对模态频率的影响

图 6给出了不同厚 ⁃径比 h/R下，夹层厚度

2hf/h对 FGMs层合圆柱壳行波模态的影响规律。

分析发现，大厚⁃径比旋转 FGMs层合圆柱壳的行

波模态比小厚⁃径比的行波模态大，且行波模态随

着内外 FGMs层厚度的增大而逐渐变大；结构行

波模态增长率相对夹层厚度的敏感性较体积分数

指数的敏感性更强；进一步发现，随着夹层厚度

2hf/h的增大，行波模态增长率与边界条件的约束

强弱有关，C⁃F边界下模态增长率最低，C⁃C边界

下模态增长率最大。

图 6 旋转 FGMs层合圆柱壳行波模态随夹层厚度 2hf/h
和厚径比 h/R的变化

Fig.6 Variation of traveling wave mode for a rotating
FGMs laminated cylindrical shell with respect to

the thickness of interlayer 2hf/h and
thickness⁃to⁃radius h/R
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3. 1. 4 温度梯度对行波模态的影响

图 7给出了旋转速度 Ω1分别等于 0.02、0.05
和 0.1下，温度梯度 Tio对 FGMs层合圆柱壳行波

图 7 旋转 FGMs层合圆柱壳行波模态随温度梯度 Tio和

旋转速度 Ω1的变化

Fig.7 Variation of traveling wave mode for a rotating
FGMs laminated cylindrical shell with respect to
temperature gradient Tio and rotating speed Ω1

模态的影响。结果表明：FGMs层合圆柱壳前后

行波模态频率随温度梯度 Tio的增大逐渐减小；且

随着转速的增大，温度梯度 Tio对 FGMs层合圆柱

壳前后行波模态下降率的影响越来越小，特别是

当转速 Ω1等于 0.1时，温度梯度几乎对前后行波

模态无影响，同时，边界条件对行波模态的影响也

越来越弱，这从侧面说明转速的改变影响 FGMs
层合圆柱壳行波模态频率随温度梯度以及边界条

件变化的总体趋势。

3. 2 任意边界 FGMs层合圆柱壳的模态频率

通过弹簧可模拟任意边界条件，并分析室温

下边界弹簧刚度系数对模态频率的影响。图 8给
出了两端轴向（k1，k5）和旋转边界弹簧（k4，k8）等于

零时，由 F⁃F边界条件到 S⁃S边界条件 FGMs层

图 8 旋转 FGMs层合圆柱壳行波模态随边界弹簧刚度系

数的变化（k1=k4=k5=k8=0）
Fig.8 Variation of traveling wave mode for a rotating
FGMs laminated cylindrical shell with respect to
the stiffness coefficient of boundary spring

（k1=k4=k5=k8=0）
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合圆柱壳行波模态的变化趋势。

结果表明：环向边界弹簧（k2，k6）和径向边界

弹簧（k3，k7）对旋转 FGMs层合圆柱壳的行波模态

特性影响大小基本一致，当刚度系数取值在 0到
104时，其对行波模态基本无影响，而在 104以上

时，增大刚度系数，行波模态快速递增并最终在取

值 1010时收敛。

图 9给出了两端环向（k2，k6）和环向边界弹簧

（k3，k7）等于无穷大 1012时，由 S⁃S边界条件到 C⁃C
边界条件 FGMs层合圆柱壳行波模态的变化趋

势。结果发现，当刚度系数取值在 0到 104时，对

行波模态基本无影响，而在 104以上时，行波模态

随轴向弹簧刚度系数（k1，k5）相对旋转弹簧刚度系

数（k4，k8）的变化更为明显，这说明轴向弹簧刚度

系数相对旋转弹簧刚度系数对旋转 FGMs层合圆

柱壳行波振动特性的影响更大。

对比图 8、图 9，FGMs层合圆柱壳前后行波

模态随弹簧刚度系数变化的趋势基本一致，下面

主要分析结构后行波模态随转速和刚度系数的变

化规律。图 10给出了转速在 0.001~0.013范围

时，每种边界弹簧刚度对 FGMs层合圆柱壳行波

模态的影响。

结果表明，在同一转速下，增大环向边界弹簧

的刚度系数对 FGMs层合圆柱壳后行波模态的影

响最小；径向边界弹簧和旋转边界弹簧的变化趋

势相似，当刚度系数增大至 104以上，后行波模态

开始逐渐递增并最终趋于平稳；当轴向弹簧刚度

系数增大至 104以上，后行波模态开始快速递增并

最终趋于平稳。进一步分析发现，FGMs层合圆

柱壳后行波模态频率受转速影响相对环向、径向

以及旋转弹簧刚度系数变化的影响大很多，而轴

图 9 旋转 FGMs层合圆柱壳行波模态随边界弹簧刚度系

数的变化（k2=k3=k6=k7=1012）
Fig.9 Variation of traveling wave mode for a rotating
FGMs laminated cylindrical shell with respect to
the stiffness coefficient of boundary spring

（k2=k3=k6=k7=1012）

731



第 37 卷航 空 动 力 学 报

图 10 FGMs层合圆柱壳行波模态随边界弹簧刚度系数

和转速的变化

Fig.10 Variation of traveling wave mode for a rotating
FGMs laminated cylindrical shell with respect to the

stiffness coefficient of boundary spring
and rotating speed

向弹簧刚度系数相对转速的影响更大。

4 结 论

考虑科里奥利力、离心惯性力、环向初应力以

及热内力的影响，采用切比雪夫正交多项式和

Rayleigh⁃Ritz法对典型边界和任意边界条件下旋

转 FGMs层合圆柱壳的行波模态进行了研究。主

要结论如下：

1）采用 Sigmoid型体积分数，旋转 FGMs层
合圆柱壳的整体刚度对体积分数指数的敏感性很

弱，且夹层厚度相对 Sigmoid型体积分数指数对

旋转圆柱壳的行波模态频率增长率的敏感性更

强，增大 FGMs层厚度有利于提高旋转圆柱壳的

行波模态频率。

2）长薄壁高旋转 FGMs层合圆柱壳对边界

条件的敏感性弱，短薄壁高旋转 FGMs层合圆柱

壳更容易出现失稳现象，且随边界约束变强而更

难发生，其出现临界转速值的大小随边界条件变

化范围，而且旋转速度的改变会影响 FGMs层合

圆柱壳的行波模态频率随温度梯度以及边界条件

变化的总体趋势。

3）由两端固支边界过渡到两端简支边界，环

向弹簧刚度和径向弹簧刚度对旋转圆柱壳行波模

态的影响趋势基本一致；由两端简支边界过渡到

两端固支边界，轴向弹簧刚度相对旋转弹簧刚度

对模态频率的影响更大，在保证单一边界弹簧变

量下，旋转 FGMs层合圆柱壳后行波模态频率受

转速变化相对环向、径向以及旋转弹簧刚度变化

的影响大很多，而轴向弹簧刚度相对转速的影响

更大。
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